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1. INTRODUCCION 
Las leyes de la mecaruca son las mismas para todos los obser­
vadores Inerclales. observadores que se mueven con velocidad 
constante unos respecto a otros. Asi 10 asevera el principio de 
relatividad clasico. que podemos llamar principio de relatividad 
Galileana (0 Newtoniana). Los diversos observadores correla­
clonan sus observaciones mediante las transformaciones Gali­
leanas y asi, cuando en la expresion de una ley de la mecanica 
efectuamos una de tales transformaciones. la ley no cambia. su 
forma permanece inalterada: decimos que es invariante bajo una 
transformacion Galileana. Tal sucede con la segunda ley de 
Newton. y con la ley de Hooke para las [uerzas elasticas. ya que 
en esta solo intervienen desplazamientos relativos. inalterados 
por la transformacion. 
Ahora. la ecuacion usual de ondas mecanicas involucra en su 
deduccion esencialmente ese par de leyes y sin embargo. al 
aplicarle una transformacion Galileana la ecuacion toma una 
forma diferente: no es invarianle bajo una trans[ormacion Gali­
leana! El problema es~ en que la ecuacion normal de onda es la 
ecuacion de movimiento para un observador inercial muy par­
ticular: un observador en reposo en el medio de propagaciOn. 
Queremos aqui obtener la ecuacion de onda para un observa­
dor inercial general. respecto al cual el medio de propagacion se 
mueve como un todo. y moslrar en que sentido esa ecuacion es 
invariante bajo transformaciones Galileanas. Usaremos dos 
modelos concretos: el problema unidimensional de las ondas en 
una cuerda tensa. que p~r su sencillez i1ustra bien el proce­
dimiento y perrnite obtener resultados importantes. y el caso 
tridimensional mas complejo de las ondas sonoras en un Ouido. 
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La veloci r' 
xo 
Sea una cuerda tensa que se mueve con velocidad V (constan­
tel en el eje x, respecto a un observador inercial O. Sea 'P(x. t) el 
desplazamiento transversal (visto por 0). Tomemos. en un ins­
tante t. un pequeno elemento de cuerda desplazado: 
T 
~~I
-'l(J
T ~ 
Con desplazamientos pequenos. a.ngulos pequenos. la compo­
nente transversal de la fuerza sobre el elemento de cuerda sera 
...- ;;: T Sen Q ' - T Sen Q == T (Tan Q ' .. - Tan Q ) = T (aa'itl - aa'it I ) 
t X x + Llx x x 
== Llx 
Para aplicar la segunda ley de Newton al elemento de cuerda 
debemos hallar su aceleraci6n transversal. Veamos primero cuaJ. 
es su velocidad transversal. vista por el observador 0: En un 
instante t. el elemento de cuerda se encuentra en x (alrededor de 
x) y tiene un desplazamiento 'it (x , t), 
2. ONDAS EN UNA CUERDA TENSA 
v
-
,T
ii'!! 
e'P(x + v ~ t. t + ~ t) 
x + V ~ t 
e 'P(x, t) 

x 

en un instante t + ~ t. el mismo elemento de cuerda. vale decir las 
mismas particulas. se encuentran ahora en x + V ~ t. ya que la 
cuerda entera se ha desplazado V ~ t. y su desplazamiento sera 
'P (x + V ~ t, t + M). 
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2. ONDAS EN UNA CUERDA TENSA 
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~I - a\jJ I ) 
' x x + ~x ax x 
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La velocidad transversal del elemento de cuerda sera entonces 
lim 'P(x + V ~ t. t + ~ t) - 'P(x1t), 
____________ , 0 sea,{) t = M~o 
V ~ + ~) 'P.( ax at 
Este es pues el cambio en el desplazamiento por unidad de 
Uempo, visto por un observador respecto al cual el medio (la 
cuerda) se mueve con velocidad V. y calculado siguiendo las 
particulas. es decir centrando la atenc16n en las mismas particu­
las, como 10 extge la Ley de Newton. 
La aceleraci6n transversal es ya irunediata: es el cambio en la 
velocidad transversal por unidad de tiempo, de nuevo siguiendo 
las particulas. y sera por tanto 
a )2 \jJ • 
at 
SiJes la densidad lineal de masa, la segunda ley de Newton 
aplicada al elemento de cuerda, F t =(f~)~, con ~ =T / j. queda 
= (V ~ + .i.)2 \jJ. 
ax at 
II L ~jL' ) ~ ..... A 
Esta es la ecuaci6n de onda vista por un 05servader-Oresp-e>7<_""u-­
al cUalla cuerda se mueve con velocidadV. Cuando el observador 
esta en reposo en el medio. V=O, el operador que realiza cambios 
en el tlempo siguiendo la particula se reduce a _a_ •y la ecuaci6n 
toma la forma usual at 
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siendo 1~ la velocidad de propagaci6n de la onda respecto al 
medio. es decir a un observador en reposo en el medio. 
En el caso general la ecuaci6n puede escribirse como 
Como se ve claramente. las velocidades de la onda respecto al 
medio (~) y del medio respecto al observador M. se componen 
GaUleanamente. 
Veamos ahora que nuestra ecuaClOn general de onda es 
invaJiante bajo una transformaci6n Galileana. 
Sea 0 un observador respecto al cualla cuerda se mueve con 
~2 () ~ _ ( V .~ + ~)2 ]~ = 0 • 
rJ .\ aIL i-h 2 
o bien. 
(j1~~ _ v J ) ( ;) v a a) _CJ + _ +_ ~ - o.
( 
rJ X 0\ il \ 1 ilx ih al 

que. como puedo conmular los operadores. conduce a super­
posici6n de solucioncs a 
i) (J )
( (() - V) iJ;.. - ill ~ = 0 , 
y 
.\ )+~ '+'=0
rJ \ • 
La primera es una ccuaci6n de onda de primer orden que 
admile como soluci6n a 
~ = ](x + (l) - V)l). 
que represenla una onda de forma arbilraria. desplazandose 
hacia la izquierda y con velocidad (vis la por 0) ~ - V. 
La segunda liene como soluci6n a 
'11 = 9 (x - h~ + V)t). 
onda que sc dcsplaza hacia la dcrecha con velocidad ~ + V, vista 
por O. 
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velocldad V constante. Sea..O' o_ ohser:v~rlA I."~~ 
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siendo 1'} la velocidad de propagacion de la onda respecto al 
medio, es decir a un observador en reposo en el medio. 
_ .. 	'-"Ie como 
ce a super-
orden 	que 
plazandose 
'.!. 
a1'} + V, vista 
Como se ve claramente, las ve10cidades de la onda respecto al 
medio (1'}) y del medio respecto a1 observador M, se componen 
Galileanamente. 
Veamos ahora que nuestra ecuaClOn general de onda es 
invaIiante bajo una transforrnacion Galileana. 
Sea 0 un observador respecto al cualla cuerda se mueve con 
velocidad V constante. Sea 0' otro observador que se mueve con 
velocidad u constante respecto a 0, La cuerda se mueve asi con 
velocidad V =V - u respecto a 0'. 
u 
-+____~----IC==:Il..=..:.v (respecto a 0) 
o 0' -- V' (respecto a 0') 
Las transforrnaciones Galileanas de 0 ' a 0 son 

x = x' + ut' 

t = t' 

y sus inversas, transformaciones de 0 a 0', 
x ' = x 	 .. ut 
t' = t 
t')1a1 \jt 	 _ (V-;-il + _3) 2." Partamos de la ecuacion 	 para el'I' 
0;0;.1 r\:o; ilt 
observador O. y sea la [uncion compuesta 'f' (x'(x, t), t' (t)) . 
Usando la regIa de la cadena 
a\jt __ 	 a\jt b ' a a 
_ .0 len. _ 
ax 	 ax' ax ax' 
- u a\jt a\jt 3 - u 3 a+ - .0 sea 	 +­ax' il t' at a;o;. , a t' 
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V ;1 i) V' () + ilY - + -= -
,)x iJl i-l X ' i) I ' 
Asi. la ecuacion para el observador O' sera 
LI: i): \\' 
i)x ' 2 
ecuacion de idenUca forma a la del observador O. En ese sentido 
de volumen, asumiendo derivadas pequcnas y tomando el primer 
orden, sera 
Clvol 
e = + 
vol az 
siendo ~ la dilatacion cubica. 
SipeselexCf~·------~-·~---·~~~~<~~'~A~c\n_d~~£~uJj ... ~~~~____~ 
decimos que es invariante bajo una transformacion de Galileo. 
La ecuacion usual para el observador privilegiado en reposo 
en el medio. 
no es en cambio invariante. 
ExLendamos ahora nuestro analisis al caso tridimensional de 
las 
3. ONDAS SONORAS EN FLUIDOS 
Sea un medio iluido que se desplaza como un todo con 
velocidad V (constante) respecto a un observador inercial O. 
V 
C-:::::=. =5 
o 
......,. 
Sea \fI (r. t) el campo de desplazamientos. Un elemento de 
volumen que. en equilibrio. rnide ~ en el eje x. desplazado 
medira 
6x + (\fix Ix + ~ - \fIylx). que,al primer orden. es 
~ (1 + iJ.'l lX ) 
. AnaJogamente con y y z. El cambio unitario 
(1:\ 
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de volumen. asumlendo derivadas pequcii.as y tomando el primer 
orden. sera 
I 
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D. voJ 
e = 
vol 
siendo Q la dilatacion cubica. 
Si P es el exceso de presion sobre la preston de equilibrio y B 
el modulo de compresibilidad. la ley de Hooke se expresa como 
P =-B () = - B V' . q) . 
y la fuerza por unidad de volumen es. como se sabe. 
-'" 
J=-V'p. 
La segunda Ley de Newton para el elemento de volumen es 
f = masa por unidad de volumen x aceleracion = fa ;'0 , 
siendol la densidad del fluido en equilibrio y ~o la aceleracion 
de desplazamlento . Para hallarla veamos cual es la velocidad de 
desplazamlento. So, del elemento de volumen. En t se encuentra 
en (alrededor de) qJ (f, t). En t + M, como el fluido ha tenido un 
desplazamiento global VM respecto al observador O. estara en 
'P (r + VM, t + ~t) Y;90' cambio en el desp1azarniento por unidad 
de tiempo. sera 
Do= lim 'Y(r + VM. t + M) - 'Ylr, t) 

M -7 0 
 M 
o sea, 
'f1 • 
~ a 
v. V' + Jt es el operador que realiza cambios en el Uempo 
cuando "seguimos 1a particula", es decir, centramos la atencion 
en las mismas particulas del medio fluido. con el objeto de poder 
.\ 
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apUcar la segunda ley de NewLon. Ese operador es analogo a1 
13. 'V + ~ . llamado derivada material 0 sustancial. de la 
il l ~ 
hidr0 din3mica. solo que alii t'I es el campo (Eulertano) de velocidades 
yaqui Ves la velocidad (constanLe) del Duido como un todo. 
La transformacion Galileana es 
t = t' , /--------------------------------~ 
La aceleracion del elemenLo del lluido sera enLonees el cambio 
(siguiendo las partieulas) de la velocidad de desplazamiento. 0 
sea. 
y la segunda Ley de Newton aplieada al elemento de Duido queda 
~ (~ 1) ~ f =-V'r= f V. V' + ~ '60 • 
o 01 
--'" 
Tomando divergeneia queda. con V constante y tras algunos 
calculos. 
~ il ) (V. V' + -:­ii i 
B 
que. con la Ley de Hooke y112 = esfa 
ecuacion de la onda sonora 
-"
para un observador que ve 
movcrse el Duido con velocidad V. Esta eeuacion es invariante 
bajo una Lransformaeion Galileana. Veamos: 
Sea 0' un observador que se mueve con veloeidad u(eonstante) 
respecto a O. Asi el medio se mueve con velocidad V = V - U 
respecto a 0'. ­~ .-/l V (respecto a 0)J- t" c:: :z,v, (respecto a 0') 
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aplicar la segunda ley de NewLon. Ese operador es anaJogo a1 
~. v + j) . llamado derivada maLeria1 0 sustancia1. de 1a 
01 ~ 
hidrodin<linica. s6lo que alii l~ es el campo (Euleriano) de velocidades 
yaqui Ves la velocidad (co~st~nLe) .deUluido como un todo. 
La transformaci6n Gali1eana es 
r = r' + ut' 
t = t' , 
\lLonces e1 cambio 
esp1azamiento. 0 
de f1uido queda 
I 
y tras algunos 
rvador que ve 
es invariante 
y su inversa 
t' = t 
En la ecuaci6n de onda para O. tomemos a p como funci6n 
compuesta p (I-' cr. t). t' (t)). Usando 1a regIa de la cadena 
a a
-D.v"+at at' . \ 
y asi. 
~ 
V. V + o 
at 
-" 
=V' 
. 
--" 
V' + 
a 
-at' . 
y la ecuaci6n de onda para 0' queda 
1'}2 V'2 P = (V'. V' + a~, ) 2 P , 
ecuaci6n de onda de identica forma a la del observador Oy en ese 
sentido invariante bajo una transformaci6n Galileana. 
4. CONCLUSION 
La ecuaci6n usual de ondas mecanicas 
Medellin, marzo 1991 37 
no es invarianle bajo una lransformacion Galileana. Hemos 
procurado esclarecer este resullado sorprendente. mostrando 
que esa es 1a ecuacion de movimiento visla por un observador 
muy particular: un observador en reposo en e1 medio de propa­
gacion. y deduciendo la ecuacion para un observador general, 
1'}2 \72 f = f,(V . \7 + 1...)ill 
esta sf invariante. 
En el caso unidimensional pudimos mostrar las ondas con 
velocidades compuestas Galileanamenle. El caso tridimensional, 
mucho mas complejo, no permite estas soluciones simples. Una 
perspectiva Interesante, a la luz de 10 expuesto. la ofrece el 
estudl0 del efecto Doppler. 
Es bueno anotar, para concluir. que la ecuacion de onda 
en el caso electromagnetico, con c: velocidad de la luz, es 
invariante bajo una transformacion de Lorentz. No hay aqui 
medio de propagaclon, ni observador privilegiado. Estamos en el 
ambito de la relatividad especial 0 Einsteniana. 
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